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Hoofdstuk 1

Inleiding

1.1 WAT IS LOGICA?

Logica is van origine de wetenschap die zich bezighoudt met de studie
van correct redeneren. Reeds in de Oudheid werd opgemerkt dat
menselijk redeneren systematisch valt te ontleden in combinaties van
vaste patronen, zogenaamde gevolgtrekkingen. Voorbeelden van
dergelijke gevolgtrekkingen zijn:

a Alsje hoofdpijn hebt, dan lust je deze chocola niet.
Je lust deze chocola. Dus je hebt geen hoofdpijn.

b Alle kaaimannen zijn reptielen. Geen reptiel kan fluiten.
Dus geen kaaiman kan fluiten.

De verschillende kwesties die bij de systematische bestudering van
zulke patronen vervolgens aan het licht traden, hebben geleid tot even
zovele onderwerpen binnen de logica.

Om te beginnen, moeten we de vorm van gevolgtrekkingen zichtbaar
maken. In natuurlijke taal (de ‘gewone’ taal) zit deze vorm vaak enigs-
zins verstopt. Daarom ontwikkelden logici vele overzichtelijke notaties,
die de betrokken beweringen weergeven in een structuur met variabele
onderdelen en zekere vaste logische sleutelbegrippen. Vanuit dergelijke
notatiesystemen hebben zich in de logica zogenaamde formele talen
ontwikkeld, symbolische talen met een heel exacte opbouw, waarin de
logische structuur van gevolgtrekkingen kan worden weergegeven. Een
aantal van deze logische notaties zal in dit boek gaandeweg geintrodu-
ceerd worden. Zo zal de structuur van de eerdergenoemde voorbeelden
er in de volgende hoofdstukken als volgt komen uit te zien:

a h— —c c dus: —h
b Vx(Kx — Rx) —3x (Rx A Fx) dus:  —3x (Kx A Fx)
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Het louter weergeven van gevolgtrekkingen is voor logici overigens
slechts een eerste stap op weg naar het systematisch beschrijven van het
gehele proces van geldig redeneren. Om dit te beschrijven ontwikkelde
men systemen van bewijzen die, uitgaande van bepaalde geldige
basisprincipes, door toegestane combinatieregels steeds complexere
(gehelen van) gevolgtrekkingen kunnen produceren. Twee voorbeelden
van dergelijke bewijssystemen, beide in wezen reeds uit de Oudheid
afkomstig, zijn de Boolese (spreek uit: boelse) logica (waarmee voorbeeld
a is te verantwoorden) en de klassieke syllogistiek (waaruit voorbeeld b
stamt). Op deze en andere bewijssystemen komen we later uitgebreider
terug.

Naast het idee dat een redenering geldig is indien zij te bewijzen valt
volgens de spelregels van een logisch bewijssysteem, is er echter ook
een andere invalshoek, die goed bij onze intuitieve voorstellingen
aansluit. We kunnen een gevolgtrekking ook logisch geldig noemen als
de uitgangspunten een absolute garantie geven voor de conclusie, en
wel in de volgende zin:

In elke situatie waarin de uitgangspunten waar zijn, is ook de conclusie
waar.

Deze uitleg vooronderstelt een logische theorie over het begrip ‘waar-
heid’ en meer in het algemeen over de ‘betekenis’ van beweringen die in
gevolgtrekkingen voorkomen. Er is dan ook een logische semantiek
(betekenisleer) ontwikkeld die onderzoekt hoe formele talen precies aan
hun betekenis komen. Deze betekenisleer is overigens ook toepasbaar
gebleken buiten het gebied van geldige gevolgtrekkingen, zoals we nog
zullen zien in de loop van dit boek. Met name heeft zij toepassingen in
de studie van natuurlijke talen, zodat er een weg loopt van logica naar
taalkunde, en tevens heeft zij model gestaan voor de semantiek van
programmeertalen.

Ten slotte heeft de logica ook steeds een meer praktische interesse gehad
in het effectief, mechanisch nagaan of van geldigheid sprake is in con-
crete gevallen. Daarmee komen we op de algoritmiek van zogenaamde
‘beslissingsmethoden” om geldigheid voor gevolgtrekkingen in gegeven
formele talen te testen: een droom die door de geschiedenis heen vele
projecten voor logische ‘redeneermachines’ heeft geinspireerd.

De historische ontwikkeling van de logica kent enkele hoogtepunten in
de klassieke Oudheid (Aristoteles, 4¢ eeuw v. Chr.), de Middeleeuwen
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(Scholastiek, ongeveer 1200) en het begin van de Moderne tijd (Leibniz,
ongeveer 1700). Maar in een echte stroomversnelling raakte het vak pas
in de vorige eeuw, toen wetenschappers ermee gingen werken binnen
het grondslagenonderzoek van de wiskunde (George Boole, Gottlob Frege,
David Hilbert). In de wiskunde bleek grote precisie geboden in het
analyseren van redeneren. Deze toepassing bracht enkele standaard-
systemen voort, zoals de propositielogica en de predikaatlogica.

Deze twee systemen staan in dit boek centraal. De propositielogica richt
zich op de structuur van beweringen met zogenaamde Boolese operatoren
(zie voorbeeld a; komt aan de orde in blok II van het boek). De predi-
kaatlogica richt zich op beweringen met zogenaamde kwantificerende
uitdrukkingen (zie voorbeeld b; blok III).

Toen deze standaardsystemen eenmaal ontworpen waren, bleek het ook
mogelijk om diverse andere logische theorieén op dit stramien te
ontwikkelen, die de genoemde twee aanvullen, inperken of er soms
zelfs mee concurreren. In blok IV zullen we dergelijke variaties bespre-
ken. Hoofdstuk 12 geeft een kort overzicht van zulke inperkingen van
predikaatlogica als de equationele logica, uitbreidingen als hogere—orde
logica en lambda—calculus, of alternatieven zoals de intuitionistische
logica. Een heel bekende uitbreiding van de standaardsystemen,
oorspronkelijk ontwikkeld met het oog op logische toepassingen binnen
de filosofie, is de zogenaamde modale logica, die haar werkterrein juist
uitbreidt tot redeneren met begrippen die veranderende mogelijkheden
in tijdsverloop, kennis of berekeningen beschrijven. Hoofdstuk 13
introduceert dit tegenwoordig veelgebruikte formalisme.

In dit boek wordt wat betreft de logica het volgende concrete doel
beoogd: u vertrouwd te maken met de werking van de tot nog toe
genoemde logische systemen. Maar op de achtergrond speelt ook een
meer algemene bedoeling, te weten: u inzicht geven in logische
begrippen en methoden als zodanig, die immers steeds ruimer toepas-
baar zijn gebleken in de wiskunde en wijsbegeerte, gaandeweg ook in
de taalkunde, en momenteel speciaal ook in de informatica. Over deze
laatste ontwikkeling gaat het nu verder met name.

1.2 LOGICA EN INFORMATICA

Zoals reeds werd opgemerkt, behoort het bouwen van redeneer-
machines tot de voorgeschiedenis van ‘mechanisering’ van de logica.
Pogingen daartoe werden reeds ondernomen in de Middeleeuwen. Een
bekend voorbeeld uit de vorige eeuw is de machine van Charles
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Babbage. De eerste meer moderne verwezenlijking van dit idee zijn de
Boolese schakelingen (zie hoofdstuk 3). Meer in het algemeen leverde het
grondslagenonderzoek van de wiskunde in de jaren dertig van deze
eeuw een universeel begrip op van effectieve berekenbaarheid. Dit werd
omschreven via abstracte zogenaamde Turing-machines, die later een
inspiratiebron waren voor het ontwerpen van echte rekenautomaten in
de jaren veertig (zie de inleiding tot blok V).

De belangrijkste hedendaagse verbanden tussen logica en informatica
liggen echter niet op het gebied van de apparatuur, maar van de
programmatuur. Met name in de theorievorming over correctheid van
programma’s, en hoe deze eigenschap precies te bewijzen, bleken
begrippen en resultaten uit de logische semantiek en bewijstheorie van
belang — waar men immers al had geleerd om systematisch om te gaan
met geheel geformaliseerde talen. In hoofdstuk 15 wordt deze connectie
verder behandeld, aan de hand van de zogenaamde Hoare—calculus.
Overigens zijn verwante logische inzichten ook bruikbaar gebleken in
de algebraische theorie van abstracte datatypen en bijpehorende
specificatietalen. Dit thema laten we in dit boek onaangeroerd.

Een wat anders geaard modern contact vinden we in de theorie over
complexiteit van programma’s en berekenbaarheid. Complexiteit gaat
over de hoeveelheid tijd of geheugen die nodig is om een in zo'n
programma beschreven probleem op te lossen. Complexiteitstheorie
gaat in hoofdlijnen terug op de wiskundige theorie van Turing-
machines. Complexiteit wordt behandeld in hoofdstuk 17.

Gezien het formele, geheel precieze karakter van zowel logische
formalismen als programmeertalen, zou een meer directe identificatie
tussen beide wellicht voor de hand hebben gelegen. Niettemin is dit
historisch niet gebeurd, met name omdat de gangbare programmeer-
talen een sequentieel, imperatief karakter hebben: ze beschrijven
achtereenvolgende instructies. Dat karakter ontbreekt in de gangbare
logische formalismen. Wel zijn gaandeweg zogenaamde declaratieve
programmeertalen ontstaan, die wel heel expliciet van logische
formalismen zijn afgeleid. Voorbeelden hiervan zijn PROLOG, dat
afgeleid is van de predikaatlogica, en LISP, afgeleid van de lambda-
calculus aangevuld met ‘recursievergelijkingen’. Hoofdstuk 15 beschrijft
meer in het algemeen het zogenaamde logisch programmeren van de
eerste soort.

Ten slotte is er de laatste tijd een samenwerking op gang gekomen
tussen de logica en de kunstmatige intelligentie, een tak van de
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informatica waar menselijke intelligente verrichtingen als waarneming,
taalverwerving, redeneren of leren op de computer worden geana-
lyseerd en gesimuleerd. Gezien het gestelde in paragraaf 1.1, ligt dit
geheel in het verlengde van het traditionele onderzoeksterrein van de
logica. De hoofdstukken 18, 19 en 20 bieden een overzicht van enkele
specifieke overeenkomsten, gekozen uit de gebieden van temporele
datastructuren, multi-agentsystemen, en natuurlijke taalverwerking. We
zullen hier toepassingen tegenkomen van predikaatlogica, modale
logica en lambda—calculus.

Dit overzicht wil slechts aantonen dat er vele lijnen lopen tussen logica
en informatica, die historisch ook goed te begrijpen zijn vanuit de
ontwikkeling van deze beide vakken. De logica speelt hierbij een
dubbele rol: enerzijds dienen logische systemen als voorbeeld voor
methoden van programmeren en specificeren, anderzijds fungeert de
logica ook als grondleggende theorie over belangrijke eigenschappen van
deze activiteiten. Aldus heeft volgens velen de logica dezelfde rol
verworven ten opzichte van de moderne informatica als bijvoorbeeld de
wiskundige analyse reeds eeuwen speelt ten opzichte van de
natuurkunde.

Behalve u vertrouwd te maken met de propositie- en predikaatlogica, is
dit boek er dus op gericht u enige informatie te geven over logische
gezichtspunten in de informatica en u daarmee ervaring te laten
opdoen. Uiteraard zult u onderdelen uit dit boek weer bij diverse
onderwerpen in de informatica zien terugkomen.
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Hoofdstuk 2

Propositielogica: syntaxis en semantiek

2.1 INLEIDING

In het vorige hoofdstuk hebben we reeds twee voorbeelden gezien van
een gevolgtrekking. Beide gevolgtrekkingen hebben dezelfde typerende
globale vorm: er is een aantal aannames, gevolgd door een conclusie:

aanname Als je hoofdpijn hebt, dan lust je deze chocola niet.
aanname Je lust deze chocola.
conclusie Je hebt geen hoofdpijn.

In dit geval is er sprake van twee aannames. In het algemeen kan er een
willekeurig aantal aannames zijn. De volgende gevolgtrekking bestaat
uit drie aannames en een conclusie:

aanname Eva leest de krant en Jan doet de afwas.
aanname Als Eva de krant leest, is de televisie uit.
aanname Als Jan de afwas doet, neuriet hij.
conclusie De televisie is uit en Jan neuriet.

Om gevolgtrekkingen nader te bestuderen, brengen we structuur aan in
de aannames en de conclusie. Bepaalde (zins)delen van een gevolgtrek-
king kunnen zonder de geldigheid aan te tasten door andere vervangen
worden. Als we in de eerste gevolgtrekking ‘je hebt hoofdpijn’
vervangen door ‘je fiets is gestolen’, dan ontstaat de volgende variant:

aanname Als je fiets gestolen is, dan lust je deze chocola niet.
aanname Je lust deze chocola.
conclusie Je fiets is niet gestolen.

En ook ‘je lust deze chocola’ kan met behoud van geldigheid door iets
anders vervangen worden. Dat wil zeggen: het vervangen van deze
twee delen door willekeurige andere zinnen heeft geen invloed op de
geldigheid van de gevolgtrekking. Om dit aan te geven, kunnen we ‘je
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hebt hoofdpijn’ en ‘je lust chocola’ vervangen door schematische letters:
zeg h (om te herinneren aan de hoofdpijn) en ¢ (chocola):

aanname als h dan niet ¢
aanname c
conclusie niet h

Hiermee is de gevolgtrekking teruggebracht tot een overzichtelijker
abstracte vorm.

We gaan nog een stapje verder. Naast de vervangbare delen bevat het
voorgaande schema ook enkele onvervangbare logische ‘sleuteltermen’.
De vervanging daarvan zou wel degelijk tot verandering in geldigheid
kunnen leiden; vervang bijvoorbeeld eens ‘niet” door ‘wel’, of ‘als ..., dan
..." door ‘tenzij’! Ook voor deze onderdelen voeren we een korte
symbolische notatie in, en wel voor ‘als ..., dan ..." het symbool ‘=’ en
voor ‘niet” het symbool ‘" (de haakjes zijn hulpsymbolen):

aanname (h —> —=c¢)
aanname c
conclusie —h

Deze gevolgtrekking noteren we nu kort als volgt:
(h = =), c/ —=h

Links van ’/’ staan de aannames, rechts ervan de conclusie.
In het algemeen, als een gevolgtrekking bestaat uit aannames 4y, ..., 4, en
conclusie ¢, dan noteren we deze gevolgtrekking als:

ai, .., 4y, /¢

Zolang de gevolgtrekking nog in gewone taal is geformuleerd, zet men
overigens vaak aannames en conclusies onder elkaar, gescheiden door
een horizontale streep. Deze notatie is dan overzichtelijker.

In het voorgaande hebben we Nederlandse zinnen door middel van
bepaalde symbolen (i, ¢, =, =), ‘omgezet’ in formele uitdrukkingen.
Anders gezegd: de zinnen zijn ‘vertaald’ van een natuurlijke in een
formele taal. Als we spreken over ‘taal’, dan spelen in het algemeen drie
aspecten een belangrijke rol:

o Hetalfabet geeft aan welke symbolen gebruikt mogen worden om
uitdrukkingen (zinnen bijvoorbeeld) in de taal te maken.

12
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Voorbeeld 2.1

Propositieletter

Hoofdstuk 2 Propositielogica: syntaxis en semantiek

 De syntaxis is de grammatica van een taal, dat wil zeggen, een geheel
van regels dat aangeeft op welke manier uitdrukkingen van de taal
gevormd mogen worden.

« De semantiek houdt zich bezig met de betekenis van uitdrukkingen:
iemand kan wel weten hoe zinnen in het Japans gemaakt worden, maar
als de betekenis niet bekend is, heb je er weinig aan.

Deze aspecten spelen bij natuurlijke talen een rol, maar ook bij
programmeertalen en formele talen.

In dit hoofdstuk zullen we een formele taal introduceren, die de tot nu
toe besproken gevolgtrekkingen kan verantwoorden. Dit houdt dus in
dat elk van de drie genoemde aspecten van taal aan bod moet komen.
Deze taal biedt enerzijds de mogelijkheid om uitdrukkingen uit de
Nederlandse taal formeel te analyseren, maar kan anderzijds ook
zelfstandig bestudeerd en ontwikkeld worden. Dit laatste houdt onder
meer in dat we bepaalde methoden zullen introduceren om de geldigheid
van gevolgtrekkingen te testen. Hierop komen we in de hoofdstukken 3
en 4 terug. Het aldus verkregen systeem, waarmee we in de komende
hoofdstukken zullen leren werken, heet de propositielogica. In hoofdstuk
5 wordt ten slotte ingegaan op enkele belangrijke theoretische
eigenschappen van de propositielogica als zodanig.

22 SYNTAXIS VAN DE PROPOSITIELOGICA

Het alfabet van de propositielogica kent drie soorten symbolen:
propositieletters, logische symbolen en zogenaamde ‘hulpsymbolen’.

Een propositie is een bewering of uitspraak, uitgedrukt in een zin.

« Inde natuurlijke taal: ‘Lima is de hoofdstad van Peru’, ‘Jan ziet een
krokodil’, “vannacht gaat de zomertijd in’, ‘alles is beter dan dit’.

o Indewiskunde:4<7,25=5,neQ.

o In de informatica: bijvoorbeeld een Boolese test, zoals ‘X == 2.

In de formele taal gebruiken we propositieletters om proposities weer te
geven die we niet nader wensen te analyseren. Notatie: kleine letters.
Het is vaak handig om daarbij een herkenbare propositieletter te
gebruiken: stel ‘Jan huilt” voor door de letter i (van ‘huilt’). Voor
willekeurige, abstracte proposities gebruiken we bij voorkeur de letters
p, 4,7, .., of soms ook py, pa, p3, .-

13
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Voorbeeld 2.2

Hulpsymbolen

DEFINITIE 2.1

Formule

Logica voor informatica

Naast de propositieletters zijn er vijf standaard logische symbolen. Met
twee ervan hebben we reeds kennisgemaakt in paragraaf 2.1. Elk van
deze symbolen heeft een uitspraak die meteen de betekenis van het
symbool weergeeft. Hier volgen ze alle vijf :

niet

en

of

als..., dan...

dan en slechts dan als

Ty<>

Deze symbolen worden vanwege hun functie ook wel logische voeg-
woorden of connectieven genoemd: ze kunnen proposities verbinden en
op die manier samengestelde uitdrukkingen vormen.

Samengestelde zinnen uit de natuurlijke taal kunnen met logische
symbolen worden ontleed:

o (h Al):‘Jan huilt en Jan loopt’;

e —h:‘Jan huilt niet’.

De betekenis van de eerste vier symbolen zal geen problemen geven.
Op de betekenis van <> komen we later terug.

Naast de propositieletters en de logische symbolen zijn er nog
hulpsymbolen. Dit zijn de haakjes ( en ), zoals in voorbeeld 2.2.

Meer formeel geven we nu de volgende definitie:

Alfabet

Een alfabet van de propositielogica bestaat uit:
a een verzameling propositieletters;

b logische symbolen: —, A, v, =, ¢;

¢ hulpsymbolen: ) en (.

Vervolgens kunnen we overgaan tot de syntaxis of grammatica.

Met symbolen uit het alfabet kunnen nu met behulp van vaste regels
samengestelde uitdrukkingen in de propositielogica gemaakt worden.
Die uitdrukkingen worden formules genoemd. In het algemeen
gebruiken we kleine Griekse letters als zogenaamde formulevariabelen,
om abstracte formules weer te geven.

14



DEFINITIE 2.2

Inductieve definitie

Atomaire formules

Voorbeeld 2.3

Hoofdstuk 2 Propositielogica: syntaxis en semantiek

Formule

De formules van de propositielogica worden als volgt gedefinieerd:

1 elke propositieletter is een formule;

2 als gen yformules zijn, dan zijn —¢,(@ A W), (Vv W), (¢ — Y)en
(¢ & ) ook formules;

3 niets anders is een formule.

De manier waarop we formules hebben gedefinieerd, heet inductief.
Deze methode verdient enige aandacht op zich, omdat ze geregeld in
dit boek zal terugkeren.

Een inductieve definitie heeft drie kenmerkende onderdelen:

1 een basisstap waarin bepaalde dingen meteen tot objecten van de
gewenste soort verklaard worden;

2 één of meer opbouwstappen die verdere constructieprincipes geven
om objecten te maken;

3 eenafsluitende stap die bepaalt dat alles wat niet in eindig veel
stappen met behulp van 1 en 2 gevormd kan worden, geen
toegestaan object is.

Propositieletters worden ook wel atomaire formules of atomen genoemd.
Ze zijn namelijk niet verder te ontleden in kleinere formules.
De samengestelde formules hebben een vaste uitspraak en vormnaam:

vorm uitspraak vormnaam
- niet ¢ negatie

(oA y) peny conjunctie
(pv w) @of v disjunctie
(p—>w) als ¢, dan y implicatie
(pew) ¢ dan en slechts dan als equivalentie

Een negatie is dus een formule van de vorm —¢, enzovoorts.

Wel formule (we verwijzen steeds naar clausules uit definitie 2.2):

° 7

(p is een propositieletter en dus volgens 1 een (atomaire) formule)

e g

(volgens 1 is g een formule; dan is volgens 2 — ook een formule en dan
is, weer volgens 2, ——q ook een formule)

15



Formuleschema

Voorbeeld 2.4

Voorbeeld 2.5

Substitutie

Logica voor informatica

3 —l(p - —1q)

(v en g zijn atomaire formules; dan is volgens 2 ook —7 een formule en
volgens 2 is dan ook (p — —4) een formule; ten slotte is dan, weer
volgens 2, ook =(p — —q) een formule)

e (prg—1—>(Epag).

Geen formule:

e (=p

. qﬁ

e (prg A
e (pvqvy

Deze ‘symbolenrijtjes” kunnen namelijk niet met behulp van 1 en 2
gemaakt worden.

Een vorm zoals (¢ — y)is geen concrete formule maar een abstracte
vorm van een formule. Dit noemen we een formuleschema (of soms
kortweg toch ook ‘formule’). Een concrete formule ontstaat als voor ¢ en
v ‘echte’ formules ingevuld worden. Dit heet een instantie van het
formuleschema.

Een aantal instanties van het formuleschema (¢ — y) zijn:
i d'))

+ (p—p

(voor @ en ¥ mag ook dezelfde formule ingevuld worden)
« ((prp—(@v(re—))

(voor @is (p A q) ingevuld, voor y de formule (g v (r<> —s)))

Als een formulevariabele meerdere keren voorkomt in een formule-
schema, moet voor elk voorkomen hetzelfde ingevuld worden.

Twee instanties van ((¢ A ) > @):
 (prg—p)

(voor elk voorkomen van ¢ wordt p ingevuld)
e (p=>=gA@A-1)—(p——q)

Achter deze voorbeelden steekt een algemeen syntactisch begrip:

Laat ¢ een formule zijn waarin (mogelijk) een propositieletter p
voorkomt. Door elk voorkomen van p in ¢ te vervangen door een
formule y, ontstaat een nieuwe formule. Het resultaat van dit
substitueren van y voor p in ¢ wordt genoteerd als:

16
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Voorbeeld 2.6

Constructieboom

Voorbeeld 2.7

Hoofdstuk 2 Propositielogica: syntaxis en semantiek

[w/ple

De eerder genoemde inductieve definitie van formules stelt ons in staat

dit begrip simpel en overzichtelijk in te voeren via de opbouw van

formules. We beschrijven weer het algemene patroon, omdat dit vaker

zal voorkomen. Om een begrip uit te leggen voor alle objecten in een

inductief gedefinieerde klasse objecten volstaat:

a hetbegrip uitleggen voor de basisobjecten;

b het begrip uitleggen voor complexe objecten, aangenomen dat het
reeds is gedefinieerd voor de componenten.

De nu volgende omschrijving van substitutie, met ‘inductie op de
formule ¢, illustreert het procédé:

Substitutie
a ly/plo=w alsg=p

[w/prlop=0¢ als ¢ een propositieletter is en ¢ # p
b [y/pl~@=-ly/ple

[w/plov 2 = (w/plov [w/Hx)

[w/pl(@ A 2 = ([lw/plo Alv/Ax)

lw/pl(o— 2 = (lw/plo— [w/plx)

lv/pl(e & 2 = (w/plo < [v/Ax)

o [poq)/rlras)=((p—>9) A9
o [pv—u/qlg—>6—=>9)=((pv-p—>E—>@Fv-p)

Het opbouwen van een formule uit een aantal atomen met behulp van
connectieven, kan worden weergegeven in een constructieboom. Zo'n
constructieboom wordt van onder naar boven ‘gelezen’: we beginnen
met de atomaire formules en bouwen daaruit de formule op.

De constructieboom voor de formule (((p A g) =) = (=p A q)) ziet er als
volgt uit:

(prg)—71) > =pAq)
(prg) > 9 (=p A q)
N roop q
p q r’7
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Vertalingen naar de
propositielogica

Voorbeeld 2.8

Bereik

Logica voor informatica

De haakjes leggen hier de constructie eenduidig vast. De formule in dit
voorbeeld heeft dus alleen deze constructieboom. Ook in het algemeen
valt te bewijzen dat formules precies één constructieboom hebben.

Een zin in natuurlijke taal kan soms op meer dan één manier
grammaticaal gelezen worden:

De zin ‘Als de baby niet huilt en trappelt, dan is ze gelukkig’ heeft drie
verschillende lezingen:

a ‘Als de baby niet zowel huilt als trappelt, dan is ze gelukkig’;

b ‘Als de baby niet huilt en (maar!) wel trappelt, dan is ze gelukkig’;
¢ ‘Als de baby niet huilt en niet trappelt, dan is ze gelukkig'.

Als we de propositieletters h, t en g invoeren voor respectievelijk ‘de
baby huilt’, ‘de baby trappelt’ en ‘de baby is gelukkig’ dan zien de
propositielogische vertalingen er als volgt uit:

a (=hat)y—g)

b (Hhah—g)

¢ (Cha-h—g)

De eerste twee vertalingen verschillen alleen wat betreft de plaatsing
van de haakjes. Hier zijn hun constructiebomen:

(=that)y—>g) (mhAt)y—> 9
F‘-'—1 I—Y—T
—(hAt) g (=h At) g
| EE—
(h At —h t
l
h t h

Haakjes zijn dus niet zomaar uit een formule weg te laten!

De haakjes in een formule geven het bereik van een connectief aan. Het
bereik van een voorkomen van een connectief is (zijn) de formule(s) die
in de boom met dat connectief onmiddellijk verbonden wordt (worden).
Het bereik van A in de eerste boom bestaat uit de formules  en t. Het
bereik van A in de tweede boom bestaat uit de formules —h en t. In de
linkerboom is het bereik van — de formule (h A {), in de rechterboom is
het bereik van — de (atomaire) formule h.
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Betekenis in natuurlijke taal

Betekenis in propositielogica

Waarheidswaarden

Waarheidstabel

Hoofdstuk 2 Propositielogica: syntaxis en semantiek

23 SEMANTIEK VAN DE PROPOSITIELOGICA

We weten nu hoe de syntaxis van de propositielogica eruitziet. Een
formule was tot nu toe echter zonder betekenis: het is slechts een
volgens bepaalde regels opgebouwd rijtje symbolen uit het alfabet van
de taal. Wat is de betekenis van een formule?

Laten we eens kijken naar de betekenis van een zin in natuurlijke taal.
Beschouw de zin ‘het regent’. Deze zin is in principe slechts een syn-
tactisch rijtje symbolen. Stel nu dat het echt regent. We zeggen dan: de
zin ‘het regent’ is waar. Als het niet regent, dan is ‘het regent’ niet waar.
Met de begrippen waar en niet waar kan nu de betekenis van een zin
vastgelegd worden. Als een zin waar is, dan wordt daarmee bedoeld dat
wat in die zin uitgedrukt wordt, inderdaad het geval is. De betekenis van
een zin wordt nu gegeven door te zeggen onder welke omstandigheden
een zin waar is of niet waar.

Dit idee van betekenis gaat ook op voor formules. Net zoals een zin in
natuurlijke taal waar of niet waar kan zijn, zeggen we ook dat een
formule waar of niet waar kan zijn. De betekenis van een formule wordt
dus gegeven door te zeggen wanneer die formule waar is of niet waar.
De begrippen ‘waar’ en ‘niet waar’ worden waarheidswaarden genoemd.
In plaats van ‘niet waar’ gebruiken we ook vaak ‘onwaar’. Verder wordt
in plaats van ‘waar’ wel het cijfer 1 gebruikt en in plaats van ‘niet waar’
het cijfer 0.

Voor atomen kunnen we waarheid of onwaarheid niet nader
analyseren. We kunnen slechts aannemen dat ze waar of onwaar zijn.
Maar hoe wordt nu de waarheidswaarde van een niet-atomaire formule
bepaald? Beschouw de formule (p A ). Vergelijk deze formule met de
zin ‘Jan huilt en Piet lacht’. Deze zin is waar, als het waar is dat Jan huilt
en het tegelijkertijd waar is dat Piet lacht, ofwel als ‘Jan huilt’ waar is en
‘Piet lacht’ ook. Als bijvoorbeeld Jan en Piet allebei lachen, dan is ‘Jan
huilt en Piet lacht” onwaar. De zin ‘Jan huilt en Piet lacht’ is dus waar als
de twee zinnen die door ‘en’ verbonden worden, allebei waar zijn.
Hetzelfde geldt ook voor (p A g). Deze formule is alleen waar alsp en g
beide waar zijn. Naast de mogelijkheid dat p en q beide waar zijn, zijn er
nog drie andere mogelijkheden: (a) p is waar en g is onwaar, (b) p is
onwaar en ¢ is waar en (c) p en q zijn beide onwaar. In elk van deze drie
gevallen is (p A q) niet waar.

Dit alles kan nu worden weergegeven in een tabel. Een dergelijke tabel
heet een waarheidstabel. In zo'n tabel staan alle combinaties van de
waarheidswaarden van p en g, met daarachter voor elk van deze
gevallen de waarheidswaarde van (p A ) (voor de bondigheid
gebruiken we in tabellen altijd 1 en 0):
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Waardering

De waarheidstabellen van
A T, V> en &>

Logica voor informatica

P9 )
1 1 1
1 0 0
0o 1 0
0 0 0

In de linkerkolom staan alle mogelijke combinaties van waarheids-
waarden voor p en q. Elke rij in de tabel geeft dan aan wat de waarheids-
waarde is van (p A ) bij gegeven waarheidswaarden vanp en gq. De
derde rij bijvoorbeeld, zegt dat als p onwaar is en g waar, danis (p A q)
onwaar.

Elke rij in een waarheidstabel correspondeert dus met een bepaald
geval, een bepaalde situatie, waarin de waarheidswaarde van p en g dus
vastligt (en daarmee ook die van (p A q)). In de gegeven tabel zijn dat
vier situaties, die alle mogelijkheden voor p en g uitputten. Zulke
situaties noemen we waarderingen, aangegeven met V (van valuation).
Waarderingen kunnen we beschouwen als functies van propositieletters
naar waarheidswaarden.

De eerste situatie heeft bijvoorbeeld de volgende waardering:

Vip)=len V(g) =1

Dit wordt uitgesproken als: ‘de waarde van p onder/bij de waardering
Vis 1. Evenzo voor g. Volgens de tabel geldt dan ook:

VipAg)=1

Andere waarderingen kunnen kennelijk andere waarden opleveren.
Soms is het handig om aan te geven dat een waardering bij een bepaalde
situatie/rij hoort, hetgeen we kunnen aangeven door ze te nummeren:
V4, V,, enzovoorts.

Ook voor willekeurige formules ¢ en y ziet de waarheidstabel van
(¢ A Wer natuurlijk zo uit:
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o v (oA )
1 1 1
1 0 0
0 1 0
0 0 0

Voor elk van de overige connectieven kan een dergelijke waarheidstabel
gemaakt worden. Deze zien er als volgt uit:

] - o v (ovy)
1 0 1 1 1

1 1 0 1
- 0 1 1

0 0 0

o ¥ (9> v (e w)
1 1 1 1 1 1
1 0 0 1 0 0
0 1 1 0 1 0
0 0 1 0 0 1
Toelichting

« De tabel voor — hoeft maar twee situaties te bevatten, omdat voor —¢
alleen de waarde van ¢ van belang is.

o Het is ook mogelijk om een andere tabel voor v te geven. Dit ligt
eraan hoe v precies uitgelegd wordt. De mogelijkheid waarvoor we hier
gekozen hebben, is dat (¢ v y)ook waar is als @ en y beide waar zijn.
Dit wordt de inclusieve uitleg van v genoemd. De andere mogelijkheid is
dat als @ en y beide waar zijn, dan (¢ v y)niet waar is. Dit komt overeen
met ‘of ... of ...” in natuurlijke taal, waarmee bedoeld wordt ‘of dit of dat,
maar niet allebei’. Dit heet de exclusieve uitleg van v. In dit boek wordt,
zoals algemeen gebruikelijk is, steeds gewerkt met de inclusieve uitleg.
o De implicatie (¢ — y) is slechts in één situatie onwaar, namelijk als ¢
waar is en y onwaar. Als ¢ onwaar is, is de implicatie waar.
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Compositionele semantiek

Voorbeeld 2.9

Logica voor informatica

o De waarde van (¢ <> y)is alleen 1 als ¢ en ybeide dezelfde waarde
hebben (beide 1 of beide 0); met andere woorden, ¢ en v zijn ‘gelijk-
waardig’ of ‘equivalent’. Een equivalentie (¢ <> y) behelst intuitief twee
implicaties: (¢ — W) en (y — ¢).

In de waarheidstabellen komt slechts één logisch connectief per keer
voor. Hoe kan nu de waarheidswaarde van een willekeurige, eventueel
meer complexe, formule bepaald worden? Beschouw bijvoorbeeld de
formule ((p A g) v =r). Om de waarheidswaarde hiervan te bepalen,
moeten we eigenlijk de waarheidswaarden weten van (p A q) en van —r.
Immers, als die bekend zijn, dan kan met de tabel voor v de waarde van
de hele formule bepaald worden. Maar wat is de waarde van (p A q) en
—+? Om de waarde van (p A g) te bepalen, moeten we die van pen van q
weten, want dan kan uit de tabel voor A de waarde van (p A g) afgelezen
worden. Evenzo moeten we die van r kennen om de waarde van —r te
bepalen.

Waar dit alles op neerkomt, is het volgende. Het volstaat om een
waardering te hebben voor de atomen die in een formule voorkomen;
daarna levert een inductieve definitie stapsgewijs de uiteindelijke
waarde, door per opbouwstap van de formule een bijpassende tabel toe
te passen. Dit procédé van semantische evaluatie staat wel bekend als
het principe van ‘compositionaliteit van betekenis’. Dit is niet alleen een
methodologisch beginsel voor de semantiek van formele talen, maar ook
voor die van natuurlijke talen en programmeertalen. Dit zal blijken in
latere hoofdstukken van dit boek.

Concreet laat zich de werking van het principe van compositionaliteit
als volgt illustreren:

Zij V een waardering met V{p) = 1 en V(g) = V(r) = 0. Beschouw de
syntactische constructieboom van de formule ((p A g) v —r). We kunnen
nu de waarderingen voor zijn subformules van onder naar boven

berekenen:
((prq)v—r) 1
——
(P Arq) —r 0 1
L
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Waarheidstabel van een
formule

Voorbeeld 2.10

Hoofdstuk 2  Propositielogica: syntaxis en semantiek

Door nu alle mogelijke waarderingen voor de atomen van een formule
in een tabel onder elkaar te zetten, kan met behulp van de tabellen voor
de connectieven de waarheidswaarde van een formule in alle situaties
bepaald worden.

Voor ((p A q) v —r) ziet zo'n tabel er als volgt uit:

p 9 7 prgq —r ((pAg)v—r)
v, 11 1 1 0 1
v, 1 1 0 11 1
v, 1 0 1 0 0 0
v, 1 0 0 0 1 1
Vs 0 1 1 0 0 0
Ve, 0 1 0 0 1 1
v, 0 0 1 0 0 0
V¢ 0 0 0 0 1 1

In de linkerkolom staan de verschillende waarderingen onder elkaar;
vervolgens worden per waardering de waarden van (p A q) en —r
bepaald en daarmee weer die van ((p A g) v —).

Ook dit soort tabellen heten waarheidstabellen. Als er n verschillende
atomen in een formule ¢ voorkomen, dan zijn er 2" verschillende
waarderingen. Voor ieder atoom zijn er immers twee mogelijkheden,
waar of onwaar. We zeggen ook wel: ¢ heeft 2" relevante waarderingen.
Als er veel atomen zijn, is het verstandig om deze waarderingen op een
systematische manier op te sommen, zoals in voorgaande tabel.
Waarheidstabellen kunnen ook iets compacter worden genoteerd. In de
linkerkolom staan weer de verschillende waarderingen, maar in de
rechterkolom staat alleen de hele formule waarvan de waarheidswaarde
bepaald moet worden. De berekende waarden van subformules die in
deze formule voorkomen, worden direct onder het connectief gezet dat
die subformule gevormd heeft. Toegepast op voorbeeld 2.10 levert dit:
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Voorbeeld 2.11

DEFINITIE 2.4

Model

Logica voor informatica

p 9 r (pAg)v—0)
v, 1 1 1 1 10
v, 1 1 0 1 11
v, 1 0 1 0 00
v, 1 0 0 0 11
Vs 0 1 1 0 00
Vo, 0 1 0 0 11
v, 0 0 1 0 00
Vg 0 0 0 0 11

QOok voor een formuleschema kan zo'n waarheidstabel gemaakt worden.
Zo kunnen in voorbeeld 2.11 p, g en r zonder bezwaar vervangen
worden door respectievelijk ¢, yen y.

24 MODELLEN

De betekenis van een formule wordt gegeven door het verloop van haar
waarheidswaarden over de relevante waarderingen. Strikt genomen
hoeven we hierbij alleen te kijken naar de waarden van de propositie-
letters die in die formule voorkomen. Willen we echter ineens over
betekenis van de hele taal spreken, dan dient het begrip ‘waardering’
ruimer opgevat te worden, en wel als volgt:

Waardering
Een waardering is een functie van alle propositieletters naar
waarheidswaarden.

Een waardering geeft dus aan elke propositieletter de waarde 0 of 1. Zo
kan bij een gegeven waardering de waarheidswaarde van een willekeu-
rige formule ¢ bepaald worden. Immers, een waardering geeft aan elke
propositieletter een waarde, dus ook de propositieletters (atomen) in ¢.
We blijven vaak de eerdere definitie met beperkt domein gebruiken.

We kunnen de semantiek ook anders verbeelden. Bij een gegeven aantal
propositieletters hoort een aantal relevante waarderingen. Die vormen
samen de ruimte van alle mogelijke situaties. De feitelijke situatie is één
van deze mogelijke situaties. Deelverzamelingen van de situatieruimte
corresponderen met ‘informatietoestanden’. De hele verzameling geeft
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DEFINITIE 2.5

Voorbeeld 2.12

DEFINITIE 2.6

Modeleliminatie

Hoofdstuk 2 Propositielogica: syntaxis en semantiek

geen informatie over wat de feitelijke situatie is. Een deelverzameling
kan gezien worden als een benadering van de feitelijke situatie en geeft
daarom wel informatie. Een deelverzameling met één element legt een
situatie vast en geeft dus volledige informatie.

Deze informatieve inhoud van een formule is in de logica formeel
gemaakt. Men spreekt van de verzameling modellen van een formule.

Model
Een waardering V heet een model van een formule ¢ als geldt: V(¢ ) =1.

De formule ((p A g) v =) uit voorbeeld 2.11 heeft acht relevante
waarderingen, waaronder vijf modellen: V4, V;, Vy, Vg en Vg.

De verzameling modellen van een formule ¢ noteren we als volgt:
MOD(p) = {V | V(p) = 1}

We kunnen ook spreken over de modellen van een verzameling
formules:

Model van een formuleverzameling
Een waardering V heet een model van een formuleverzameling X als zij
model is van elke ¢ € X.

De verzameling modellen van een formuleverzameling X noteren we als
MOD(2). Als we X uitbreiden met een formule ¢, dan geldt

MOD(Z U {¢p}) € MODE). Immers, een model van XU {¢} is een model

V van X waarvoor tevens geldt V(¢p) = 1.

Voor een formule of een formuleverzameling associéren we veel
modellen dus met weinig informatieve inhoud, weinig modellen met
veel informatieve inhoud, en één model met volledige informatie.

Een beeld van informatieverwerking dat de laatste jaren sterk opgang
maakt binnen de informatica en de taalkunde, is het volgende proces
van ‘eliminatie van semantische alternatieven’.

Stel X'is een formuleverzameling, waarbij MOD(2) onze huidige
kennistoestand representeert. Stel dat we nu een nieuwe bewering ¢
erbij leren. De extra informatie die dit oplevert, zit dan in de overgang
van de verzameling MOD(Z2) naar haar deelverzameling MOD(Z U {¢}).
Voortzetting van dit proces kan leiden tot een uniek model, vastgelegd
in een unieke waardering, met andere woorden volledige kennis over de
situatie. Dit lichten we toe aan de hand van het volgende voorbeeld:
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Voorbeeld 2.13

Logica voor informatica

Beschouw de volgende zinnen:

a ‘Jan komt als Marie of Anne komt’
b ‘Anne komt als Marie niet komt’

¢ ‘Jan komt niet als Anne komt’

Verschaft dit ons nu voldoende informatie voor het beantwoorden van
de vraag ‘wie komt er wel en wie niet’?

Met behulp van het gestelde over modeleliminatie kan deze vraag
beantwoord worden. We beginnen met een voor de hand liggende
symbolische weergave:

a ((mva)—j) (noem dit ¢)
b (—-m—a) (w)
c (@) )

De gestelde vraag komt nu neer op: heeft {¢, ¥, x} een uniek model?
Om hier achter te komen, bepalen we eerst alle modellen van ¢, ver-
volgens kijken we welke van deze modellen tevens modellen zijn van y,
en ten slotte kijken we welke van de resterende modellen nog modellen
zijn van . Dit levert een reductie van 8 situaties aan het begin, via 5 tot
3 tot inderdaad 1, als in de volgende tabel:

waarderingen model van

moa ] ot Hovt lov
1 1 1 ja ja nee

1 1 0 nee - -

1 0 1 ja ja ja

1 0 0 nee - -

0 1 1 ja ja nee

0 1 0 nee - -

0 0 1 ja nee -

0 o0 0 ja nee -

Dit ‘zeven’ van modellen leidt ertoe dat één waardering overblijft als
model voor {@, ¥, x}, namelijk V(m) = V(j) =1 en V() = 0. Ofwel: Marie
en Jan komen, Anne niet.

26



Tautologie
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Voorbeeld 2.14

DEFINITIE 2.8

Voorbeeld 2.15

Voorbeeld 2.16

Hoofdstuk 2 Propositielogica: syntaxis en semantiek

Doorgaans zal voor een formule ¢ niet elke waardering model zijn.
Wanneer dit wel het geval is, heet ¢ een tautologie:

Tautologie
Een formule ¢ heet een tautologieals elke waardering een model is van

@, ofwel als voor elke waardering V geldt: V(p) = 1.

Elke formule van de vorm (¢ v —¢) is een tautologie:

(0] =@ (pv o)

1 0 1
1 1

Andere voorbeelden van tautologieén zijn ((~(¢ A ¥) A ¢) =~y) en

—(¢ A =¢). De informatieve inhoud van een tautologie is nihil, omdat
ieder model een model is van een tautologie. Toch kunnen tautologieén,
anders dan men nu wellicht zou denken, nuttige principes uitdrukken:

Logisch equivalent
Twee formules ¢ en y heten logisch equivalent als de formule (¢ <> w)een

tautologie is.

De formules =—p en p zijn logisch equivalent:

1 1 1
0 0 1

Andere voorbeelden van veel gebruikte logische equivalenties:
o (@ Ag) e (=py )

s (v o (=pa—g)

« (pa@@vn)e(prgv(pan)

« (pv@an ey pvr))

De eerste twee equivalenties worden wel de ‘wetten van De Morgan’

genoemd, de laatste twee zijn de zogenaamde ‘principes van
distributiviteit’.
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Associativiteit en
haakjesbesparing

Voorbeeld 2.17

Opsomming van modellen

Functionele volledigheid

DEFINITIE 2.9

Logica voor informatica

Logische equivalenties rechtvaardigen soms ook verruimingen van
notatie. Op grond van de tautologie (¢ A W) A ) <> (@ A (W A D)) staan
we voortaan toe om in willekeurig lange conjuncties alle haakjes
behalve de buitenste weg te laten. Dit noemen we de associativiteit van
het connectief A. De interpretatie van zo'n formule blijkt immers onaf-
hankelijk van de plaatsing van haakjes erbinnen. Ook het connectief v is
associatief.

Buitenste haakjes laten we in het vervolg eveneens vaak weg bij formu-
les, tenzij daardoor verwarring kan ontstaan over de constructieboom.

De formule ((p A g) A D A s) mag ook geschreven worden als
PAGATAS.

Beschouw nogmaals de formule ((p A q) v —) uit voorbeeld 2.9. Deze
formule had acht relevante situaties, waaronder vijf modellen (zie de
waarheidstabel). In V; geldt bijvoorbeeld: p is waar en q is waar en 7 is
waar. We kunnen deze situatie kennelijk karakteriseren door de formule
p A q A t. Evenzo geldt dat V, wordt gekarakteriseerd door p A g A =1,
enzovoorts. Maar dan kunnen we ((p A q) v —) ook logisch equivalent
omschrijven door de volgende disjunctieve opsomming van zijn vijf
modellen:

PAGAT)VPAGA=T)V (PA=GA=T)V (mPAGA—T)V (5P A—G A—T)

Zo’n opsomming van modellen kan voor iedere formule worden
gemaakt. We kunnen hierbij twee kanttekeningen van algemene
strekking maken:

 in de opsomming komen slechts de connectieven A, v en — voor;
« de opsomming is een disjunctie van conjuncties van atomen of
negaties van atomen.

De eerste opmerking leidt ons tot de volgende definitie:

Functioneel volledig

Laat C een verzameling connectieven zijn (bijvoorbeeld {—, v} of {v, A,
©}). C heet functioneel volledig als elke formule ¢ logisch equivalent is
met een formule y die slechts connectieven uit C bevat.

Uit de voorgaande beschouwing blijkt dus dat {—, A, v} functioneel

volledig is. Zelfs {—, v} is functioneel volledig, op grond van de
tautologie (¢ A W) &> =69 v —y). Hiermee kunnen we immers in iedere
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Waarheidsfunctie

DEFINITIE 2.10

Disjunctieve normaalvorm

Hoofdstuk 2 Propositielogica: syntaxis en semantiek

formule alle voorkomens van het connectief A vervangen door een
combinatie van — en v. Niet volledig is daarentegen {—, <>} of {A, v}.
Formele bewijzen van functionele volledigheid worden in hoofdstuk 5
gegeven.

Er zijn enkele connectieven die op zichzelf functioneel volledig zijn.

Het NOR—connectief
Een voorbeeld hiervan is het tweeplaatsige zogeheten NOR-connectief
(‘noch ... noch ..."), dat de volgende waarheidstabel heeft:

o v @NOR y
1 1 0
1 0 0
0 1 0
0 0 1

In feite kunnen we onze analyse nog iets generaliseren. Blijkbaar
kunnen we andere dan standaardconnectieven invoeren, zoals de
exclusieve disjunctie of de NOR. Omgekeerd kunnen we met elk van de
zestien mogelijke waarheidstabellen een tweeplaatsig connectief
associéren. Nog algemener hoort bij iedere invulling van een kolom
waarheidswaarden voor een complete verzameling waarderingen het
volgende begrip:

Waarheidsfunctie
Een functie van {0, 1}k naar {0, 1} heet een k-plaatsige waarheidsfunctie.

Met het eerdergenoemde opsommingsargument blijkt iedere
waarheidsfunctie definieerbaar door een formule waarin standaard-
connectieven worden gebruikt.

We zagen dat de opsomming van modellen van een formule een
speciale syntactische vorm heeft, namelijk een disjunctie van

conjuncties, bestaande uit atomen of negaties van atomen. We spreken
dan van een disjunctieve normaalvorm:

(PLA APV V(A A X

waarbij ¢y, ..., ¥,, atomen of negaties van atomen zijn.
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Voorbeeld 2.19

Logica voor informatica

Het voorgaande bewijst dus ook het volgende resultaat:

Als @ een formule is, dan bestaat er een formule ¢* in disjunctieve
normaalvorm, zodat ¢ en ¢* logisch equivalent zijn.

Normaalvormen zijn speciale syntactische vormen waarmee meer
algemene vormen equivalent kunnen zijn. Door hun uniformiteit zijn ze
nuttig voor diverse berekeningsdoeleinden. We zullen ze ook in latere
hoofdstukken tegenkomen.

2.5 TOT BESLUIT

Hiermee is de taal van de propositielogica voldoende ingevoerd. In het
voorgaande zijn er al enkele meer theoretische vragen gerezen die om
beantwoording vragen. Hoofdstuk 5 biedt daarover nader uitsluitsel en
geeft methoden om resultaten over de propositielogica te bewijzen.

Wij besluiten hier met een andere opmerking. Abstract werken is vaak
profijtelijk. Zoals zoveel wiskundige formalismen blijkt de propositie-
logica diverse toepassingen te bezitten buiten haar oorspronkelijke
motivering. De eerder genoemde principes van distributiviteit
bijvoorbeeld kunnen op minstens drie manieren geinterpreteerd
worden:

Drie visies op distributie

De tautologie (p A (g v D) <> ((p A q) Vv (pA 1)) drukt achtereenvolgens
uit:

« een logische equivalentie tussen beweringen (de oorspronkelijke
motivering)

maar ook:

» een wiskundige gelijkheid tussen verzamelingen: p doorsneden met
de vereniging van g en r is dezelfde verzameling als de vereniging van
de doorsnede van p en g met die vanp enr

en net zo goed nog eens:

 een natuurkundig principe van ‘schakelalgebra’: een serieschakeling
van een schakelaar p met een parallelschakeling van g en r heeft precies
hetzelfde elektrische effect als de parallelschakeling van de serie p, g met
de seriep, r.

Op details van deze interpretaties gaan we hier niet verder in.
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2.6 OPGAVEN

Geef de volgende zinnen weer in propositionele notatie:

i ‘Als de bus niet komt, komen de tram en de trein’.

ii ‘Als de tram komt als de trein niet komt, dan komen de trein en de
bus niet allebei’.

Geef alle formules die met haakjes invoegen zijn te maken uit p A =g —
r, met de bijpehorende constructiebomen.

Welke getallen x voldoen aan de volgende condities:
i =(pAg)Ar

i (mpAq)Aar

i —(p A@gAD)

Hierbijgeldtp =‘x<1’,g="x<3"enr="x22".

Maak een waarheidstabel voor elk van de volgende connectieven:

i noch @ noch y

ii  @alleen als y

iii @ tenzij y

Geef een disjunctieve normaalvorm voor ((p A ) =) = (=p A q).
Bepaal alle niet logisch equivalente waarheidsfuncties die te definiéren
zijn met behulp van twee propositieletters p, g en alleen het connectief
—. (Eén hiervan is de disjunctie v.)

De opgaven gemerkt met * zijn moeilijker dan de opgaven zonder *.

In de informatica definieert men programmeertalen vaak via de
zogenaamde Backus—Naur form (BNF). Voor propositionele formules is
de BNF-notatie als volgt (waarbij F staat voor ‘Formule’):

F:=ATOM | —F |FAF | FVF | F>F | F&F

Laat zien dat dit dezelfde verzameling oplevert als definitie 2.2.

Laat zien hoe het bekende spel ‘Master Mind’ is op te vatten als een
eliminatieproces van modellen zoals in de tekst beschreven. Wat kiest u

als propositionele atomen, hoe geeft u de antwoorden weer, wat is het
maximaal aantal nodige vragen?

31



Inhoud hoofdstuk 3

Propositielogica: geldig gevolg

3.1
3.2
33
34
3.5

Geldig gevolg 33
Semantische tableaus 35
Consistentie 41
Adequaatheid 43
Opgaven 43

32



Geldig

DEFINITIE 3.1

Voorbeeld 3.1

Hoofdstuk 3

Propositielogica: geldig gevolg

3.1 GELDIG GEVOLG

In hoofdstuk 1 werd de notie ‘geldigheid’ van een gevolgtrekking
informeel ingevoerd. Met behulp van de semantiek uit hoofdstuk 2
kunnen we dit nu preciseren.

Geldig gevolg

Een formule y heet een geldig gevolg van een verzameling formules X als
elk model van X ook model is van y.

Als yeen geldig gevolg is van %, dan wordt dit genoteerd als:

JEy

Anders gezegd: ‘de gevolgtrekking X /y is geldig’. Als X = {¢,, ..., ¢},
dan wordt in plaats van X y ook wel ¢, ..., ¢, = v geschreven. Of

anders: ‘@, ..., ¢, / wis geldig’.

* PPqEq
s p,pOqgoOTET

Een speciaal geval van definitie 3.1 ontstaat als X' = &. Dit geeft:

Evy

Als 2=, dan is elke waardering model van 2. Dusk y betekent dat y
waar is onder elke waardering, ofwel: y is een tautologie (zie definitie
2.7).

Als yniet een geldig gevolg is van %, dan noteren we dit als:

JEy
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Voorbeeld 3.2

Geldigheid en waarheid

Voorbeeld 3.3

Logica voor informatica

Dit betekent dat er een model van Xbestaat dat geen model van vy is.
Zo’n model heet een tegenvoorbeeld van de gevolgtrekking X /.

De gevolgtrekking g, p — q / p is niet geldig. Als bijvoorbeeld V(g) =1
en V({p) =0, dan V({p — ¢q) = 1 (volgens de waarheidstabel van —). Deze
waardering V maakt dus g en p — q waar, maar p niet.

Het is belangrijk om de begrippen ‘geldigheid’ en ‘waarheid’ niet met
elkaar te verwarren. Geldige gevolgtrekkingen kunnen in sommige
situaties onware aannames of conclusies hebben. Zo is de gevolg-
trekking p v q,~q A1/ p At geldig. Tegelijkertijd is er een waardering V
die alle drie de betrokken formules onwaar maakt, namelijk V(p) = V()
=V({r)=0.

Hoe kunnen we er nu achter komen of een gegeven gevolgtrekking
geldig is? Eén manier is het opstellen van een waarheidstabel voor de in
de gevolgtrekking voorkomende formules.

Is de gevolgtrekking —g, p — q / —p geldig? We maken een waarheids-
tabel waarin de waarden van de formules —g, p — g en —p berekend
worden:

P q - p—=>q P

v, 11 o 1 0
v, 10 1 0 0
v, 01 o 1 1
v, 00 11 1

Uit deze tabel blijkt dat {—g, p — g} slechts één model heeft, namelijk V,,
en dat V, ook een model is van —p. Dus de gevolgtrekking is geldig:

ﬁq,p—-)q}:—lp

Een nadeel van deze methode is dat het aantal waarderingen expo-
nentieel stijgt met het aantal atomen dat voorkomt in de gevolgtrekking.
Het is vaak efficiénter om gericht naar een tegenvoorbeeld te zoeken.
Dit doen we met zogenaamde ‘semantische tableaus’.

34



Sequent

Semantisch tableau

Voorbeeld 3.4

Hoofdstuk 3  Propositielogica: geldig gevolg

3.2 SEMANTISCHE TABLEAUS

We beginnen met een nieuw begrip. Een sequent is een rijtje van de
volgende vorm, waarbij ¢, ..., ¢, en y;, ..., ¥, twee rijtjes formules zijn,
die worden gescheiden door een nieuw symbool o:

(pll e (pn o Wy ey Wm

Een waardering V heet een tegenvoorbeeld van een sequent ¢, ..., ¢, o ¥;,
ooy W, indien V(@,) = ... = V(p,) =1 en V(yy) = ... = V(y,,) = 0. Merk op
dat een sequent waarin een formule ¢ aan beide kanten van o voorkomt,
geen tegenvoorbeeld kan hebben.

Een semantisch tableau is een schema waarin op systematische wijze het
mogelijk bestaan van tegenvoorbeelden van een gegeven sequent terug-
gebracht (gereduceerd) wordt tot dat van één of meer overzichtelijker
sequenten. Uiteindelijk voert dit proces ons tot de eenvoudigste
sequenten, waarvoor onze vraag meteen valt te beslissen.

Bepalen of een gevolgtrekking ¢, ..., ¢, / v een tegenvoorbeeld heeft,
doen we dan door een semantisch tableau te maken voor de sequent

@1, - @, o W. Enkele eenvoudige gevallen maken de methode duidelijk:

De geldigheid van de gevolgtrekking —q, p — g / —p uit voorbeeld 3.3

zien we als volgt in. Stel dat een zekere waardering V de proposities —g
en p — g waar maakt, en —p onwaar:

-q,p—>40—p

Deze bewering valt te vereenvoudigen. Immers, —g waar maken, is
hetzelfde — volgens de waarheidstabel voor negatie — als g onwaar
maken. Dus mogen we ook noteren:

p—>qo0-p4q

Maar evenzo is —p onwaar maken hetzelfde als p waar maken:
p—4q,poq

Aldus is de complexiteit van de vraagstelling al met twee connectieven

gereduceerd. We gaan over tot het resterende connectief. Thans doet
zich een keuze voor. Blijkens de waarheidstabel voor implicatie zijn er
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Logica voor informatica

twee verschillende manieren om p — g waar te maken, te weten: g waar
maken of p onwaar maken. Deze schrijven we beide op:

aproq poqp

Maar nu kunnen we meteen constateren dat beide mogelijkheden falen,
aangezien er telkens een formule zowel links als rechts voorkomt. Dus
elke mogelijkheid om een tegenvoorbeeld te construeren heeft gefaald:
de oorspronkelijke gevolgtrekking moet wel geldig zijn.

Wanneer we dezelfde gedachtengang zouden volgen bij de variant
—p, p = q / —q, dan arriveren we juist bij de sequent

p—=>4.q90p

die aanleiding geeft tot twee atomaire gevallen

qq90p qgop,p

die beide een tegenvoorbeeld opleveren, en wel hetzelfde: V(p) = 0,
V(g) = 1. De gevolgtrekking —p, p — g / —q is dus ongeldig.

Nog andere reductieregels komen we tegen wanneer we eenzelfde ana-
lyse uitvoeren op geldige gevolgtrekkingen als —(p A g),pvr / —gVvr.
Het waar maken van een disjunctie kan op twee manieren: het linkerlid
waar maken of het rechterlid waar maken. Het onwaar maken van een
disjunctie kan slechts op één manier: zowel linker- als <ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>